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Leonhard Euler

§1 Nachdem ich vor vielen Jahren die Summen der in dieser allgemeinen
Form enthaltenen Reihen

1+ %+ 2 + & + & + &+ etc ins Unendliche

wenn n eine gerade positive Zahl war, und zugleich auch dieser Reihen, wenn
n eine ungerade Zahl war

1-— 3% + % — 7% + 9% — ﬁ—k etc ins Unendliche
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mit Hilfe der Quadratur des Kreises dargeboten hatte und gezeigt hatte, dass
die Summe durch dieselbe Potenz der Peripherie des Kreises, die der Exponent
n anzeigt, ausgedriickt wird, gefiel dieser Gegenstand den scharf sinnigsten
Geometern dermafien, dass sie ihn nicht nur in hochstem Mafle priiften,
sondern selbige auch Eifer und Miihe darauf verwendeten, um dieselben
Summen mit ihren vertrauten Methoden zu finden. Ich war von jener Zeit an
auch viel mit dem Finden eines anderen Weges beschiftigt, der auf dasselbe
fiihren wiirde, nicht so damit ich die gefundene Giiltigkeit mehr bestétigen,
wie damit ich die Grenzen der Analysis beim Behandeln von Reihen dieser
Art weiter ausdehnen wiirde.

§2 Die Methode, die mich zur Summation dieser Reihen gefiihrt hat, war
selbstredend neu und bei einem Unternehmen solcher Art vollkommen untib-
lich. Sie war namlich auf die Auflosung einer unendlichen Gleichung gesttitzt,
all deren Wurzeln, deren Anzahl unendlich war, gekannt werden mussten.
Ich habe ndmlich diese ins Unendlich laufende Gleichung betrachtet:

—S—i—l—i—i—i—i—etc
X= 6 120 5040 362880

die die Relation zwischen dem Kreisbogen s und seinem Sinus x enthilt,
nachdem der ganze Sinus = 1 gesetzt worden ist. Weil aber demselben Sinus
X unzidhlige so positive wie negative Bogen entsprechen, hatte ich auf diese
Weise von der Gleichung unzihlige Wurzeln a posteriori erhalten; und weil
ja die Koeffizienten jeder Gleichung von den Wurzeln abhéngen, bin ich aus
dem Vergleich dieser Koeffizienten mit den Wurzeln der Gleichung zu den
Summen der zuvor erwidhnten Reihen gelangt.

§3 Sofort habe ich freilich leicht erkannt, dass diese Methode sicher ist und
nicht zu Wahrheit fiihren kann, wenn nicht bekannt wére, dass jene Gleichung
unendlichen Grades andere Wurzeln aufSer denen, welche die Natur des Sinus
mir verschafft hatte, nicht in sich umfasst. Obwohl ich ndmlich verstand, dass
andere reelle Wurzeln aufler den angegebenen in jener Gleichung nicht ent-
halten sind, gebiirte es dennoch mit Recht zu bezweifeln, ob nicht imaginare
Wurzeln enthalten wiren; wenn dies passiert wire, hédtten alle Summationen,
welche ich daher gefunden habe, nicht mit der Wahrheit bestehen bleiben
konnen. In diesem Zweifel war ich weiter bekréaftigt worden, nachdem ich
auf die gleiche aus einem Ellipsenbogen seinen Sinus oder die entsprechende
Ordinate durch eine Reihe ausgedriickt hatte; obwohl ndmlich gleichermafsen



unzahlige Ellipsenbogen zugegen waren, die auf denselben Sinus bezogen
werden, war es dennoch moglich gewesen, aus ihnen keine Summen von
Reihen, die mit der Wahrheit vertraglich wéren, abzuleiten; die Begriindung
dieses Umstandes war ohne Zweifel in den vielen und vielleicht unendlich
vielen imagindren Wurzeln gelegen, die in jene aus der Ellipse gebildeten
Gleichung eingehen.

§4 Weil ich ja also zu jener Zeit keinen Beweis hatte, mit welchem fiir
mich gewiss feststiinde, dass die Gleichung zwischen dem Kreisbogen s und
seinem Sinus x von imagindren Wurzeln vollig frei ist, habe ich begonnen, die
gefundenen Summen der Reihe auf Wahrheitsgehalt zu untersuchen; und zu
erst habe ich freilich sofort entdeckt, dass diese Methode dieselbe Summe der
Reihe

1 1 1 1 1 1
1—§+§—7+§—ﬁ+ﬁ—etc

liefert, welche schon vor langer Zeit Leibniz angegeben hatte, welche Uber-
einstimmung zur Geniige aufzeigte, wenn die Gleichung einige imaginare
Whurzeln enthielte, dass deren Summe notwendigerweise = 0 ist. Darauf habe
ich die Reihen der hdheren Potenzen so untersucht, dass deren Summen mit
den Summen, welche ich einwenig zuvor durch Approximation gefunden hat-
te, verglich, bei welcher Aufgabe ich erneut eine Ubereinstimmung entdeckt
habe. Und wegen dieser Griindung war ich vollkommen bestitigt, dass jene
Gleichung, die mich zu all jenen Summen gefiihrt hatte, mit iberhaupt keinen
imagindren Wurzeln beschmutzt ist; und so habe ich nicht bezweifelt, dass sie
diese dufSerst wahren Summen erzeugt.

§5 In dieser Meinung bestdrkte mich aber vollig eine andere lediglich analyti-
sche Methode, mit deren Hilfe ich darauf alleine durch Integrationen dieselbe
Summe dieser Reihe

1+ 3+5+ 16+ 5+ etc

gefunden hatte, und fast auf die gleiche Weise hat der hochst scharfsinnige
Herr Nicolaus Bernoulli dieselbe Summe im in Buch X der kommen. Acod.
Petropol beigefiigten Schediasmus bewiesen. Obwohl aber auf diese Weise
die analytische Rechnung zum Finden all derselben Summen gefiihrt werden
zu konnen schien, konnen denoch weder ich noch irgendjemand anderer



mit der Gleichung Rechnung zu hoheren Potenzen gelangen. Dies verleitete
mich fast dazu, dass ich glaubt, dass kein anderer Weg aufler der Auflosung
einer unendlichen Gleichung nicht offensteht, der die Summen aller Potenzen
zusammen liefern wiirde.

§6 Diese fast vollig vergessene Sorge haben neuen in mir die vom hochge-
ehrten Herrn Daniel Bernoulli erhaltenen Briefe wieder aufkommen lassen,
in denen er mir dieselben Griinde zu zweifeln beziiglich meiner Methode
entgegenbrachte und zugleich bedeutet hat, dass der hochgeehrte Cramer
von denselben Zweifeln gehemmt wird, dass er meine Methode billigen kann.
Diese sehr freundschaftlichen Anmerken haben mich dazu bewegt, dass ich
die ganze Aufgabe von Neuem noch einmal bearbeitet und mich sowohl
um das Beweisen der Giiltigkeit dieser Methode als auch um das Aufspiiren
eines anderen Weges dieselben Reihen zu summieren bemdiihe. In jedem der
beiden Unterfangen also in den Besitz des Gewiinschten gekommen werde
ich diese zwei Aufgaben in dieser Abhandlung ausfiihren. Zuerst werde ich
natiirlich beweisen, dass in der oben erwdhnten unendlichen Gleichung keine
imagindren Wurzeln enthalten sind und sich daher iiber die Giiltigkeit der
daher abgeleiteten 'Hunde! nicht weiter zweifeln ldsst. Als zweites werde
ich hingegen eine neue und nicht nur von der ersten in hochstem MafSe ver-
schiedene Methode, sondern auch eine, um viele andere Dinge zu erhellen,
ein Feld erdffnende, die durch Integrationsregeln allein die ganze Aufgabe
erledigt.

§7 Ich habe den zuerst versprochenen Beweis aus der Auflosung dieses
Binoms

a4 p"

in seine reellen Faktoren erhalten. Jeder einzelne Faktor dieses Binoms ist
nimlich in dieser Form enthalten

aa — 2abcos (AZ=VT) 4 pp

n

und es werden alle Faktoren erhalten, wenn anstelle von 2k-1 nacheinander
alle ungeraden Zahlen kleiner als der Exponent n eingesetzt werden; und
wenn n eine ungerade Zahl war, dann muss aufer diesen trinomialen Faktoren
der einfache a+b hinzugefiigt werden. Wenn man daher den Rest hat



a®—p"

ist zuerst ein einfacher Faktor von ihm a-b, die {ibrigen reellen trinomialen
sind in dieser Form enthalten

aa — 2abcos (AZ7) + bb

und alle Faktoren dieser Art werden erhalten, wenn anstelle von 2k nacheinan-
der alle geraden Zahlen (die Null ausgenommen) kleiner als der Exponent n
geschrieben werden, und wenn n selbst eine gerade Zahl war, muss auflerdem
der einfache Faktor a+b hinzugefiigt werden. Auf diese Weise werden also
ganz und gar alle reellen Faktoren der Formel

a £+ p"

dargeboten werden konnen, das Produkt all welcher diese Formel selbst
ergibt. Im Ubrigen ist es hier anzumerken, dass 77 den Halbumfang des
Kreises bezeichnet, dessen Radius = 1 ist, oder dass 7t der den zwei rechten
gleichen Winkel ist.

§8 Daher kann ich nun apriori alle Wurzeln oder Faktoren dieses unendli-
chen Ausdrucks angeben

s s7

53 59
$— 133 T 12345 1234567 T 1239 ©fC

Dieser Ausdruck ist ndmlich diesem dquivalent

VT pmsV/ 1
2¢/—1

wihrend e die Zahl bezeichnet, deren Logarithmus = 1 ist, und weil gilt

e = (1+2)"
wihrend n eine unendliche Zahl ist, wird der vorgelegte unendliche Ausdruck
auf diesen zurtiickgefiihrt werden

(4250 (1=
2y -1

der zuerst den einfachen Faktor s hat, welchen freilich die Betrachtung unserer
Reihe selbst aufzeigt. Um die iibrigen Faktoren zu finden, vergleiche ich diesen
Ausdruck mit der Form a" — b"; es wird sein




a=1+Y1yndb=1-—v"1

n n

und daher
aa+bb =2 — 2 und 2ab = 2 + 2=
Jeder beliebige Faktor wird also in dieser Form enthalten sein
225 24 (1+ ) cos (AZT)

und daher werden ganz und gar alle Faktoren hervorgehen, wenn fiir 2k
nacheinander alle geraden Zahlen bis ins Unendliche eingesetzt werden,
deshalb weil n eine unendliche Zahl bezeichnet.

§9 Weil aber n eine unendliche Zahl ist, wird der Bogen 2"7” eine unendliche

Zahl sein, bis 2k auch eine unendliche Zahl wird, dennoch kleiner als n. Es
wird also sein

2kt _ 2kk
cos (ASF) =1 — =L

woher der allgemeine Faktor in diese Form {ibergeht
dss | 4kk
o nins + ng “

woher, nachdem der bekannte Term auf die Einheit zuriickgefiihrt worden ist,
der Faktor ensteht

1- kkS:Hr
der, nachdem anstelle von k nacheinander alle Zahlen 1,2,3 etc ins Unendliche

eingesetzt werden, alle Faktoren liefert. Wenn daher aber k so ins Unendliche
tibergeht, dass 2k zu n ein endliches Verhiltnis erhilt, dann werden wegen

2k
cos (A=) <1

die Terme ;7 in Bezug auf die nicht aufgehobene Einheit verschwinden und
der Faktor 1 — cos (AZkTH) wird konstant werden und geht daher nicht in die
Rechnung ein, was in ihm der Bogen s nicht enthalten ist.



§10 Auf diese Weise haben wir also alle Faktoren der vorgelegten Formel
erhalten

53 s5 57
S — 123 T 12345 — 1234567 = efcC

die daher dem aus diesen unendlich vielen Faktoren bestehenden Produkt
genau gleich sein wird

s(1 = 22) (1= 227) (1 = g37) (1 = g5r) ete

T 4t T 9nnm 16t

aus deren Vergleich mit den Koeffizienten der Terme der Reihe sofort die
Summen dieser Reihen folgen

1+ 5 + 37 + g + 37 + gt etc

wenn m irgendeine gerade Zahl bezeichnet, und es kann also nicht weiter
tiber deren Giiltigkeit gezweifelt werden.

§11 Wenn wir auf die gleiche Weise diese Reihe betrachten

_ ss ¢ b &
1 =15+ 1232 — 123256 T 1238 efc

wird sie auf diese Form zurtickgefiihrt werden

(1+5\/njl)n;(lis\/njl)n

wihrend n eine unendliche Zahl bezeichnet. Die Division des Binoms

(1420 4 (1 — 2Ty

n

werden also zugleich die Divisionen der vorgelegten Reihe sein, und zwar
alle. Nachdem diese Form mit a" + b" verglichen worden ist, wird sein

a=1+""1 p=1-"1 574 bb=2— 2% und 2ab =2 + 25

n n

jeder einzelne Divisor der vorgelegten Formel ist also in diesem Ausdruck
enthalten

2(1— ) —2(1 4 £) cos (AZ=UT)

nn n




oder in diesem

2(1 — cos (AZZUTY) _ 25(7 4 o5 (AZDTY)

n

Weil im Divisor nur auf die Unbekannte geachtet wird, wird jeder beliebige
Divisor sein

ss(1+4cos (A@))
nn(l—cos (A@))

1—

nachdem der unbekannte Term der Einheit gleich gesetzt worden ist, weil in
der Reihe selbst der erste Term = 1 ist.

§12 Wegen der unendlichen Zahl n wird aber sein

1+ cos (A(ijll)”) =2und 1 — cos (A(Zk—l)n) _ (2k=1)nr

n 2nn
woher jeder einzelne Divisor sein wird

1— 4ss
(2k—1)27tr

und wenn anstelle von 2k-1 alle ungeraden Zahlen bis ins Unendliche einge-
setzt werden, werden alle Divisionen der vorgelegten Reihe entspringen

_ss ¢ 6
1 =15+ 1232 — 123356 T €tcC

welche also das Produkt aus diesen an der Zahl unendlich vielen Faktoren
sein wird

(1= ) (0 = 525 (1 = 3537) (1 — o) ete

aus deren Vergleich mit der Reihe selbst alle Reihen der Potenzen summiert
werden wie zuvor. Und so ist bewiesen worden, dass jene unendlich vielen
Gleichungen, welche ich zu jener Zeit behandelt habe, keine anderen Wurzeln
aufler diesen, welche ich aus der Natur der Sinus und Kosinus a posteriorie
erhalten habe.



§13 Nachdem die Giiltigkeit der Methode, mit deren Hilfe ich vorher die
Summen von Reihen dieser Art angegeben habe, schreite ich dazu heran,
eine andere von dieser vollig verschiedene Methode zu erkldren, die allein
aus den Prinzipien des Integralkalkiils hergeholt ohne jegliche Umwege die
Summen aus selben Reihen mit wundersamer Leichtigkeit verschafft. Diese
Methode aber ist auf zwei Lehrsitze gestiitzt, deren Beweis ich in der oberen
Abhandlung Uber das Finden von Integralen, wenn der variablen Grofle nach
der Integration ein bestimmter Wert zugeteilt wird” gegeben habe, woher ich
sie ohne Beweis entnehmen werde. Der erste verhilt sich so:

"Das Integral der Differentialformel

R d
14+x1

wird so genommen, dass es fiir x = 0 gesetzt verschwindet, wenn nach der
Integration x = 1 gesetzt wird, diesen Wert gegeben

T
in (APT
qsin (A77)

wiahrend 7t den halben Umfang des Kreises bezeichnet, dessen Radius = 1 ist,
in welchem Kreis ich zugleich den Sinus des Bogens % genommen zu
werden festlege"

Der andere diesem fast gleiche Lehrsatz verhilt sich so:

"Das Integral dieser Differentialformel

val_xwfl
1—x17 d

wird so genommen, dass es fiir x = 0 gesetzt verschwindet, wenn in ihm
nach der Integration xy = 1 gesetzt wird, diesen Wert geben



Die Beweise dieser Lehrsdtze schreiten nach klarer Ordnung fort, zuerst habe
ich namlich gemaf der iiblichen Regeln die Integrale dieser Formeln allgemein
untersucht und nach Finden von diesen anstelle der Variable x die Einheit
festgelegt. Danach bin ich daher zu einer endlichen Reihe an Sinus gelangt,
die, weil die Bogen in einer arithmetischen Progression fortschritten, eine
Summation zuliefs und diese Ausdriicke selbst lieferte.

§14 Wir wollen nun die erste Integralformel nehmen

xXP eyt 1
f 1+x1 X

welche in eine Reihe aufgelost diese zwei geometrischen Progressionen geben
wird

[dx(xp~t = x7HP=1 4 x2rte=1 — x3atp=1 4 ppe)
+[dx(x TP~ — x2am Pl xP1mrmh APl et

Das Integral von dieser wird so angenommen, dass es fiir Y = 0 gesetzt
verschwindet, so durch eine Reihe ausgedriickt werden:

xP X7P X7P . XZ”H’ X24+p X3'H’_ t
P T a=p  q+p  29-p = 2q+p T a—p ©t¢

Wenn wir daher nun y = 1 setzten, wird durch den ersten Lehrsatz die

Summe dieser Reihe

1 1

1 1 1 1 1 1
— = — — — etc
+ g-p  qtp  29—p + 2q+p + 3—p  3q+p 4qu+

==

sein

_ s
qsin(A%)

§15 Auf die gleiche Weise wird die andere Integralformel
p=1_yq-p-1
J e dx
durch eine Reihe integriert geben

x? X7P X7tP XZW X2q+r’ X3H
o =i — - etc
P q-p - a+tp  29-p + 2q+p 36/—P+

10



Deswegen wird durch den anderen Lehrsatz, wenn wir x = 1 setzten, die
Summe dieser Reihe

S S S | 1 _1 1
q—p + qg+p  2q—p + 2q+p  3q—p + 3q+p etc

= =

sein

7t cos (A

)
=)
gsin (A % )
solange p und q positive Zahlen waren und q > p, was im Folgenden immer
angenommen werden muss; andernfalls verschwédnde namlich das auf diese
Weise genommene Integral nicht fiir y = 0 gesetzt.

§16 Es sein £ = s; und nach Multiplizieren der gefundenen Reihen mit q
werden wir diese zwei auf eine endliche Reihe zuriick gefiihrten Reihen haben

. nm -1, 1 1 1 , 1 , 1 1
sin (Asmt) — s + 1-s 1+s  2—s + 2+s + 3—s  3+s etc
meos(Asm) 11 1 1 1 1 4 1
sin (Asmt) s 1—s + 1+s  2—s + 2+s 3—s + 3+s etc

und die Summen dieser Reihen werden wahr sein, welche Zahl auch immer
durch s angezeigt wird, ob eine rationale oder irrationale, und so wird das
Kontinuitédtsgesetzt nicht weiter verletzt wie zuvor, wo anstelle von p und
q ganze Zahlen angenommen werden miissen. Ja diese Summen weichen
sogar nicht von der Wahrheit ab, auch wenn fiir s grofsere Zahlen als die
Einheit festgelegt werden. Wenn namlich s = 1 ist oder jede beliebige ganze
Zahl, dann werden die Reihen unendlich wegen des einen ins Unendliche
tibergehenden Termes, zugleich wachsten aber die dargebotenen Summen
wegen sin (As7t) = 0 ins Unendliche. Daher erstrecken sich diese Summen so
weiter, dass sie tiberhaupt keine Einschrankung erfordern.

§17 Aus diesen allgemeinen Reihen werden schon die Reihen fiir die Qua-
dratur des Kreises sowohl von Leibniz also auch von Gregory und unzéhlige
andere abgeleitet, deren besondere es hier darzubieten gefillt. Es sein q = 2
und p = 1; es wird sein

sin(AZ =1) und cos (A7) =0

und daher entstehen die folgenden Reihen

11



oder

und

o

r=1-1-t+i+l-1-1+1qerc

von denen jene die Leibziz'sche Reihe ist, diese hingegen von selbst hervorgeht.
Es sei g =3 und p = 1; es wird sein

2n 1_1_1,1,1_ 1 _ 1 1
55 1T 1-s5tT7tg 1 1 ttet
x 1,1 1,1 1,1 1,1
3=l 3ta—st7-st-mtptet

Es sei g =4, p = 1; es wird sein
sin(A%) = 7 und cos (A%) = %

und daher entstehen die folgenden Reihen

Es seiq =6, p = 1; es wird sein
sin(AZ) =} und cos (A%) = ?

woher die folgenden Reihen ihren Ursprung nehmen

Und all diese Reihen hatte die erste Methode auch verschafft.

12



§18 Weil wir ja also gesehen haben, dass die Summe dieser Reihe

ist

und von dieser

ist

__ mcos (Ams)
— sin(Ars)

welcher Wert auch immer dem Buchstaben s zugeteilt wird, ist es offenbar,
dass dieselben Gleichheiten Geltung behalten, wenn anstelle von s s+ds gesetzt
wird, oder, was auf dasselbe zuriickgeht, wenn jene Reihen mit ihren Summen
differentiert werden, nachdem die Grofle s als Variable festgelegt worden ist.
Daher weil ist

dsin (Arts) = mtds cos (Asrr) und dass d cos (Arts) = —rds sin (A7ts)

wird, nachdem die Differentiale genommen worden sind und {iiberall durch
-ds geteilt worden ist, sei

7t cos (Ars) 1 1

_ 1
sin(Ams)? — 5  (1=s) (1+s)2 + &= s)2 + (2+s) — Boep  efe

1 1
GnAmE = s T T T o T e T o T efe

Wenn daher also anstelle von s wie der g eingesetzt wird und auf beiden Seiten
durch qq geteilt wird, werden die folgenden summierten Reihen hervorgehen

77T COS (A%) 1 1 ¢

gq(sin (AE))2 — pp (9 p) (q+p)2 + (2q+p)2 + (211 P
v _ 1

AER(AETE = 5 T G T e T e T et e

13



§19 Wir wollen festlegen, dass g = 2 und p = 1 ist; es wird sin (AJ) =1

und cos (A%) = 0 sein, woher die folgenden Reihen hervorgehen werden

32 T 32 52 72
=1+1+5+5+3+&+5tetk

von welchen die Giiltigkeit der ersten per se klar ist, die zweite hingegen
hierauf zurtickgeht

_ 1 1 1 1 1
%—1+3ﬁ+5ﬁ+¢+97+metc

sseig =3 un =1; es wird sin (A%) = %2 und cos (A% ) = 5 sein, woher
E Bund p =1 d sin (AZ) = ¥ und cos (AZ) = h
diese zwei Reihen entstehen werden

2nm 1 1 1 1 1 1

7 =l-a-ptatar g qptet

4t 1 1 1 1 1 1

A —1+27+47+57+ﬁ+87+1702+etC

Esseig=4und p =1; es wird sin (Af) = % und cos (Af) = % sein, und
daher werden wir diese zwei Reihen entspringen
_ 11,1 ,1_ 1 1
%—1—37—57+ﬁ+97—m—@+etc
_ 1, 1,1, 1,1 1
%—1+37+§+ﬁ+97+ﬁ+@+811
Esseiq = 6 und p = 1; es wird sin (AZ) = } und cos (AZ) = ? sein, in

welchem Fall diese Reihen erhalten werden werden

o _ 1141 1 1 1
si— 1l s mtmtm gz mt el
o 1,1, 1 1 1 1
T =ltetatmtmt;mtmtetc
Und aus diesen Reihen werden nicht schwer jene zwei anfanglichen Reihen

abgeleitet, welche ich mit Hilfe der vorhergehenden Methode in dieser Art
gefunden habe, natiirlich

mr_ Qg1 1111
7—1—1-212—1—312—1—412-}-5124—612-1—8&
m=l-pta-ptg—gtet

14



§20 Damit die Summen der hoheren Potenzen leichter durch ununterbroche
Differentiation gefunden werden kénnen, wollen wir die Summe und die
Reihen einzeln differentieren. Es sie also

_ cos (Ams)
sin (len) P und ﬁsm (A7T7s]j)S =Q

und wir werden die folgenden durch die Differentiale jeden Grades von P
und Q ausgedriickten Summationen haben

1,1 1 1 41 . 1_
p —E"'ﬁ 1+s 2—s+2+s+3—s etc
_ 1 1 1 1 1 1
Q =s— 15t st sstete
P _ 11 1
& Ts o mer e T e T ae e

aQ _ 1 !
“i =t e T e T e e t e o

ddP _ 1 1 1 1
T =P TP P o T e T ey e

daQ  _ 1 1
T =T T ar T e T e~ @t ete

—#p 1 1 1
1%2x3ds3 & (1-s)* (1+s)4 + (2— 5)4 + (2+s) ENCES etc

—d°Q _ 1
Toaes —at = s)4 + (1+s)4 = 5)4 + (2+s)4 T Eoep T ete

Allgemein wird man also diese Summation haben

+d"1p _ 1 1 1 1 1 1
1243%..x(n—1)ds*—1 — s" - (I—s)" (1+s)" + (2—s)" + (2+s)" = (3—s)" etc.
+d"1Q _ 1 1 1 1 1 1

1#2#3%..4(n—1)ds"~1 — s" + (1—s)" + (1+s)" + (2—s)" + (2+s)" + (B—s)" etc.

wo die oberen Vorzeichen gelten, wenn n eine ungerade Zahl war, die unteren
hingegen, wenn n eine gerade Zahl ist.
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§21 Um also diese Summen tatsachlich zu bestimmen, ist es notig, dass wir
die Werte der Differentiale irgendeiner Ordnung der Grofsen P und Q finden;
damit dies leichter und kiirzer geschehen kann, wollen wir festlegen

sin (A7ts) = x und cos (Ams) =y

und es wird sein

Weiter wird in der Tat sein
dx = myds und ds = —rtxds

woher durch die Differentionsregeln die folgenden Werte erhalten werden

=3

—aE =y

W o=5W+
_ép

L = Ty’ +5y)
e g(y4+18y2+5)
— 9 = T (y° + 58y + 61y)
TE = D0+ 179" +479y% + 61)
161 +4-179 +2-479

_dr _ 7 5

+3-178 +5-479 +7-61
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aus diesen letzten Ausdruck zugleich das Bildungsgesetzt klar ist, mit dessen
Hilfe aus dem Differential einer Ordnung das Differential der folgenden
Ordnung gebildet werden kann. Und daher wird die Summe dieser Reihe

s j: (1_5)n - (1+5)n :F (2—5)" + (2+s)” :|: (3_5);1 — etc

tiir jeden Wert des Exponenten n angegeben werden.

§22 Auf die gleiche Weise werden die Werte der Differentiale irgendeiner
Ordnung der anderen Grofie Q aufgefunden werden und es wird sein

Q =7V
aQ
—90 = m
ddQ  _ 'y
sz T3 Y

43 4
—% =Gy +2)

€O _ ™ (83 416

ds* - X5( y + y)
~£9 = T (16y* + 88y + 16)
T9 = I (3297 + 416y° + 272y)
79— 764y + 1824y* + 28802 + 272)
i T s\ Y Y

+4-1824  +6-2880 +8-272
8
=5 26y v Y y
+6 - 64 +4-1824 422880
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Das Bildungsgesetz der Progression ist hier in gleicher Weise klar, mit dessen
Hilfe sich, so weil wie es beliebt, fortschreiten ldsst; und daher wird die
Summe jeder Reihe von Potenzen dargeboten werden kénnen, die in dieser
Form enthalten ist

1 1 1 1 1 1
s + (2—s)" + (2+s)" + (B=s)" etc.

s :F (1,5)11 + (1+S)”

In diesen Reihen sind aber nicht nur alle Reihen von Potenzen enthalten,
welche die vorhergehende Methode verschafft hatte, sondern dariiber hinaus
unzdhlige andere. Ja diese Methode selbst scheint sogar, um viele andere sehr
schone Dinge zu finden, geeignet.
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